session de. 1990 


concours interne 
et concours d'accès à l'échelle de rémunération 
des professeurs agrégés 


PREMIÈRE ÉPREUVE DE MATHÉMATIQUES 


Durée : 6 heures! 


L'usage des calculatrices de poche, y compris programmables et alphanumériques, à fonctionnement auto- 
nome, non imprimantes, est autorisé pour cette épreuve conformément à la circulaire n° 86-828, du 28 juillet 1986. 


Notations 


Dans tout le problème, on désigne par R le corps des nombres réels, par Z l'anneau des entiers, 
par N l'ensemble des entiers positifs ou nuls, et par N* l'ensemble des entiers strictement positifs. 


Pour tout entier n € N*, on note .#, la R-algèbre des matrices carrées de taille n à éléments réels. Si À 
est un élément de .#,, la notation À = [a, | signifie que a,, est le terme de la ligne d'indice à et de la colonne 
d'indice j de A. On dit que A est nilpotente s'il existe un entier p € N* tel que A’ = 0. La matrice A est dite 
triangulaire supérieure stricte si ai; = 0 pour i > j. 

SiE est un R-espace vectoriel, Z (E) désigne la R-algèbre des endomorphismes de E, et ide l'application 
identique de E. Pour u, véléments de .f (Ë), on note uv le composé u © v. Pour tout entier i € N, u‘est l'en- 
domorphisme de E défini par la formule de récurrence u'*! = u'u, avec u° = id£. On dit que u est nilpotent 
s'il existe un entier p € N* tel que 4” = 0. 


Si E est un R-espace vectoriel de dimension finie, sa dimension est notée dim E. Étant donnés un endo- 
morphisme w de E, et # une base de E, on désigne par Mat(u; # )la matrice de u dans la base #. 


Il est rappelé qu'un endomorphisme d'un R-espace vectoriel de dimension finie n'admet pas nécessaire- 
ment de valeur propre. 
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PARTIE 1 
1. Dans toute cette question, n désigne un entier strictement positif. Pour tout élément À = [a;;l de.#,, la 
trace tr (A) de À est définie par : 
tr(A)= ZX an 
1 


On note 3, l'ensemble des matrices A € .#, qui vérifient tr(A) — 0. 


a. Prouver que Z est un sous-espace vectoriel de .#, . Quelle est sa dimension ? 


s 


Soient A et B deux éléments de .#, . Prouver que la matrice AB — BA appartient à #7, . 
Soient E un R-espace vectoriel de dimension n, et u un endomorphisme de E. Prouver que le nombre 
réel : 

tr(u) = tr (Mat(us & ) 


est indépendant de la base £ de E choisie pour le définir. Ce nombre réel sera appelé la race de l'endo- 
morphisme u. 


Pour à et j éléments de l'ensemble {1, 2... » |, on note M, la matrice de .#, dont le terme de la ligne 
d'indice à et de la colonne d'indice j est égal à 1, les autres termes de M;; étant nuls. 


Soient i et j des entiers distincts de l'ensemble {1, 2, … n }. Calculer les matrices : 
MM - MM, et MM - MM. 


o 


& 


Soit g une forme linéaire sur le R-espace vectoriel #, vérifiant : 
g(AB) = q(BA) 

pour toutes matrices À et B de #, . 

Montrer qu'il existe un nombre réel À tel que : 
g{A) = ktr(A) 

pour toute matrice À €.#, . 


2, Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie non nulle n, et u un endomorphisme nilpotent de E. 


a. Prouver que u n'est pas surjectif. 


> 


| Soient H un hyperplan de E contenant l'image de w, et # =(e....e,) une base de E telle que 
er €, - 1) soit une base de H. 


Que peut-on dire de Mat(u;# y? 


En raisonnant par récurrence sur la valeur de l'entier n, prouver qu'il existe une base F de E telle que 
Mat(u; F) soit triangulaire supérieure stricte. 


€ Montrer quel'ona tr(u) = 0 pourtoutentier p € N°. 


—3— 
3. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie non nulle », et u un endomorphisme de E tel que 
tr(u”) = 0 pour toutentier p & N*. 


a. Prouver que w n'est pas surjectif (on pourra utiliser le théorème de Cayley-Hamilton). 


b. En raisonnant comme dans la question 1.2.b,, montrer qu'il existe une base # de E telle que Mat(u;# ) 
soit triangulaire supérieure stricte. 


c. Prouver que l'endomorphisme u est nilpotent. 


4. Énoncer le résultat démontré dans les questions 1.2. et 1.3. 


PARTIE Il 


Si u et v sont deux endomorphismes d'un R-espace vectoriel, on pose : 
Lu, v] = uv ve 


On appelle quaterne tout quadruplet Q = (u, », w, E) où E est un R-espace vectoriel de dimension finie 
non nulle, et où u, v et w sont des endomorphismes de E vérifiant : 


[u,v]=2v, [u,w]=-2w, [vw 


Deux quaternes Q = (u, v, w, E)et Q' = (', v', w, E) sont dits équivalents sil existe des bases # et 


6’ de E et E' telles que : 
Mat(u;,#) = Mat(u';6), Mat(v;,£) = Ma(v;#), Mat(w,#) = Mat(w';). 
Soit Q = (u, v, w, E) un quaterne. 
On note 7(Q) l'ensemble {u, v, w}. 


On dit qu'un sous-espace vectoriel F de E est 7 (Q}-stable si f(x) € F pour tout vecteur x € F et tout 
élément fE 7 (Q). S'il en est ainsi, et si F est non réduit à {0}, on définit un quaterne Q, = (ur. vr, Wr, F)en 
notant respectivement ur, vr, wr les restrictions de u, v, w àF. 


Le quaterne Q est dit irréductible si les seuls sous-espaces vectoriels 7 (Q)-stables de E sont {0 et E. 


1. Soient run entier strictement positif, _E, un R-espace vectoriel de dimension r, ct _&, = (e,,.…, e,) une 
base de E,. On définit des endomorphismes 4, v, et w, de E, par les formules suivantes : 


ule)=(r-2i+ je pour 1<i<r 
vlea)=0, et vle)=(i-1)(r-i+lle_, pour 2<i<r 
w,(e)=0, et w(e)=e.,; pour 1<i<r-—1. 


a. Prouver que Q" = (u,, v,, w,, E,) est un quaterne. 


b. Soit x un élément non nul de E,. Montrer qu'il existe un entier 5 € N tel que le vecteur (w,)" (x) soit non 
nul et colinéaire à e,. 


En déduire que le quaterne Q est irréductible. 
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2. Soient f g, À des endomorphismes d'un R-espace vectoriel. Établir la formule : 

L£ 8h] = (f gl h + gif, 4]. 


3. Soit Q =(u, v, w, E) un quaterne, 


a. Montrer que pour tout entier PEN*ona: 
lv] = 2pv, [uw] = = 2pwr. 


b. En déduire que vet w sont des endomorphismes nilpotents de E. 


<. Pour p entier strictement positif, établir les formules : 
Dave — plu = (p Dids)ur-1, [uw = pu + (p— Dide)wr-3. 


4: Soit Q = (u, v, w, E) un quatene, On note 7 le Plus petit entier strictement positif tel que v' = ( (un tel 
entier existe d'après la question IL.3.b). 


2: Soit z un vecteur de E tel que y = vr- ! (2) soit non nul. Montrer que : 
vo) = 


b. Pour tout entier p € N*,on pose : 
xp = WP (5). 
Montrer que, pour tout entier p = N*,ona: 
u(x)=(r-2p+1)x,. 
Prouver qu'il existe s € N* tel que : 
#0, et x,=0 pour k>s 


€ Soit p un entier supérieur ou égal à 2. Montrer que: 
vx) = (p-1)(r-p+ | E 2e 


£ ie 7” ke EM 
4. On note F le sous-espace vectoriel de E engendré par les vecteurs x,, x, …, x,, où 5 est l'entief défini à la 


question I1.4.b. 


Prouver que F est de dimension s et est 7-(Q)-stable. 


< Montrer que la trace de la restriction de w à F est égale à : 
s(r— s). 


En déduire que s — 7, puis que le quaterne Q, = (ur: ve, we, F) est équivalent au quaterne Q” défini à 
la question IL.1, 


°° Que peut-on dire si le quaterne Q est irréductible ? 


SR — ——— 
S— 


PARTIE II 


Pour tout R-espace vectoriel E, on désigne par pace vectoriel dual de E. Si f € E*,et six € E, on 
note < f, x > pour f(x). Pour u € ’(E), ‘u désigne l'endomorphisme transposé de 1. Pour tout entier p € N, 
les endomorphismes (’u)” et {(u”) sont égaux; on les notera ‘u”. Si G est un sous-espace vectoriel de E, l'ortho- 
gonal G! de G est le sous-espace vectoriel de E constitué des vecteurs x € E tels que < f, x > = 0 pour tout 
feG. 


1. Soit Q = (u, v, w, E) un quaterne. Prouver que Q*=(— ‘#, — ‘v, —'w, E*) estun quaterne. 


2. On reprend dans cette question les notations de la question 114. : Q = (u, v, w, E) est un quaterne, r est le 
plus petit entier strictement positif tel que w° = 0, z est un vecteur de E tel que y = v°- ! (2) soit non nul, 
etF est le sous-espace vectoriel de E engendré par les vecteurs x, = w” =! (y) pour 1 < p< r. 


De plus, on note Q* le quaterne (— fu, — ‘v, -'w,E*), et on fixe un élément 4 de E* tel que 
<h,ÿ> = 1 On pose 8 = ’v"-!(h), et on note G le sous-espace vectoriel de E* engendré par les 
vecteurs f, = (— ‘w)"-! (g) pour 1 < pr. à 


É 
Fa. Vérifier que g est non nul. Prouver que F est 7(Q)-stabl/Que G eët 7 (Q*)-stable, et que les quaternes 


T Q+ et Qs sont irréductibles et équivalents. 


b. Soient & et p des entiers de l'ensemble {1, 2, r} . Établir les formules : 


\ <a = (AE (= D fix, > =0 si p+k>r+i. 


*: Prouver que l'orthogonal G! de G est 7 (Q}-stable, et que c'est un supplémentaire de F dans E, 
\ 
\ 


\ 


\ 


d. Montrer qu'il existe un entiér s € N*, et des sous-espaces vectoriels non nuls F,, ., F, de E vérifiant les 
conditions suivantes : 


i E=F@F@.@F,. 


ü Pour1 << s, Fjest7 (O)-stable. 


Pour! < à < s, lé quaterne O} | est irréductible, et équivalent au quaterne Q", où 7) est la dimen- 
sion de # 


Tournez la page S:V.P. 


\ E = F, © F: ® … 


3. Soido = (ue, v, K, E)un Scene on deux : \ 
F,-F6X:@-®F, \ 
à EF, Fm! sont des SOUS-ESpaces V 


\ 
toriels non nuls et 7 (Qhstables de Æ. les quaternes 


où 

Or, Qys, étant irréductibles. \ \| 

Pour toutentier i € Zion note U; le sous-espace propre de u pour la valeur propre i. \ 
\ 


\ \ 

a. Prouver que la dimension de U, (resp. U,) est égale au nombre d'indices à tels que Fi soit de dimension 
impaire (resp. paire). \ \ 
En déduire que s = 1. \ 


% pour tout entier € N°, soit le nombre d'indices à 1els que F, soit de dimension &. Établir la iorute: 
\ me = dim Us, — dim Ui, 1. \ 
k déduire qu'illexiste une permutation o de l'ensemble (1,2, shtelle que, pour 1 £Ÿ € s, les qua- 


tèrnes Ok et Qre , soient équivalents. 
Da \| * 


\ PARTIE IV 
Ve \ 


| Dans tbute cette partie. Q = Qu, v, w, Ehest un quaterne. On désigné par Fins F, des sous-espaces 
Vectoriels non nuls de E. 7 (Q)rstables, vérifiant RON @ FL. eu els que les quaternes Or. L is, 
Svient irréductibles. ; Le 


On note 4 la sous-algèbre de S(E) constituée des endômorphismes 6 de E qui vérifient : \ 


\ \ {u, 6) = [81 = [w. 8] 0. 


à. Montrer que si Qlestirréduetible, on a # = R ide. * 


\ \ \ \ 
2. Soient 8 un élémentide #.et iun entier appartenant à {1, 2. BTE \ \ 
prouver que 8 (F) eët un sous-espace vectoriel 7 (Qy-stable de E. Montrer que si 6 (Fest non nul, les 
Quatermes Or et Qu }sont équivalents. |” \ 
3. Qn définitun endomorphipme A de E par la formule : \ 
\ \ A=u+2vw+2wv. \ 
a, Soient j dn entier appartenant à 1, 2, … si.€x un vecteur de F,. Prouver que l'on a: 


\ A (a) = ((aim FF — DES \ 
nt de #. $ 


En déduire que À est un él 


. On suppose dans cette questionique les dimensions dk F,, 1 < € 5, sont deux à deux distinctes. 
ter appartenant à. 2. 5}. Montrer que @ (Fil € F,. En déduire 
ension $. 


| Soient @ un élément de #7. et 1 ul e 
que l'espace vectoriel æ estde 
\ \ 


4. Donner un exemple où # n'est ni de dimension 1. ni de dimension S. 


concours interne 
et concours d'accès à l'échelle de rémunération 


des professeurs agrégés 


DEUXIÈME ÉPREUVE DE MATHÉMATIQUES 


Durée : 6 heures 


A9 
se 


L'usage des talculatrices de poche, y compris programmables et alphanumériques, à fonctionnement auto 
nome, non imprimantes, est autorisé pour cette épreuve conformément à la circulaire r° 86-828 du 28 juillet 1986. 


La précision des démonstrations et la qualité de la rédaction seront des éléments importants d'appréciation. 


Les parties Il, III, IV de ce problème étudient le groupe des homéomorphismes du cercle trigonométrique U 
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La composée de deux applications f et g sera notée fo g. Muni de cette loi de composition interne, 
l'ensemble SX des bijections d'un ensemble X sur lui-même est un groupe (groupe des permutations de X). 
Comme dans tout groupe multiplicatif, pour & € Ne nous noterons f* le produit fe fc …  f de k éléments 
de Sy égaux à f, et f À le produit f ‘of! oo f-! de k éléments égaux à l'application réciproque f” ‘et 
pour k = 0 on pose f® = 1, élément neutre du groupe S,. Tout élément f de S, définit une action du groupe 
Z sur X. Pour x, € X, on appelle orbite de x, sous l'action de f, la suite des éléments x, = f(x) de X, où 
k € Z, obtenue en itérant l'action de f et celle def” !. 


Si X estun espace métrique, on appelle homéomorphisme de X, un élément f de S, continu, ainsi que 
l'application réciproque f !. Les homéomorphismes de X constituent un sous-groupe Hx de SX. Deux élé- 
ments /, et f, de Hx sont dits conjugués, s'il existe g € Hy telquef; = g°! © f,° 8. 

Dans la suite, nous noterons : 

Ex] _ la partie entière d'un nombre réel x (unique entier relatif tel que E[x] < x < Ex] + 1); 


C( | l'espace vectoriel réel des fonctions continues réelles sur un intervalle J de R; 

RIX]_Le sous-espace vectoriel de C(R) formé des fonctions polynomiales réelles d'une variable 
réelle ; 

1 latranslationx = x + 1 sur; 

D l'opérateur aux différences finies f— fo 1 — f de C(R) dans C(R). 


1. ÉTUDE DES SOLUTIONS DE L'ÉQUATION D/= b 


Soit b € C(R). On se propose d'étudier les solutions f € C(R) de l'équation aux différences finies : 
a) Df=b soit for-f=b 


1. a. Caractériser les éléments du noyau de l'application linéaire D. 
B. Suppôsons donnée une solution f, € C(R) de l'équation (1). Quel est l'ensemble des solutions de l'équa- 
tion (1)? 
€. Exemple. Quel est l'ensemble des fonctions f € C(R) telles que : 
fa+1)-fa)=cosx pour xER. 
(On remarquera qu'il existe une solution du type x ++ a sin x + D cos x.) 


2. Dans cette question, la fonction b est constante égale à 1. 
a. Soit f € C(R) une solution de (1). Montrer qu'il existe a, B € R tels que : 
x+asflh<sx+B pour xER. 
b. Montrer que f est uniformément continue sur R. 


& Si f est de classe C!, montrer que f est lipschitzienne, et que la constante de Lipschitz k de f vérifie 
k21 


EEE EL) 


3. Dans cette question, on suppose que b € R[X]. 
a. Sif € RIX] vérifie Df = 0, montrer que f est constante. 
b. Pour k € N, soit P, le polynôme défini de la manière suivante : 


ñ xx 1)(x— k+1) pour k2 1. 


Y Polx) = 1 et, Plx) = 
Pour k > 1, montrer que DP, = Pi. 
€. Montrer que Py, P,; …, P, constituent une base de l'espace vectoriel réel R,[X] des polynômes réels de 
degré inférieur ou égal à n. 
d. Pour b € R[X], montrer que l'équation Df = b possède une solution unique f € R[X] telle que : 


(0) = 0. 


a 3j 


a 
4. a. Soit f € C(R) une solution de (1). Pour x € R, posons n = E{x] etu = x — n. Montrer que: 


Smet Sbtu+E pour 451, 
A 


St) = fl) Ÿ bu-h pour x<0. 


b. On suppose que b{x) tend vers une limite strictement positive quand x tend vers + «. Montrer que 
toute solution f EC(R) de (1) tend vers + quand x tend vers + ©. Formuler et prouver une asser- 
tion analogue quand x tend vers — ©, 


. Supposons b à valeurs positives sur R*. Supposons que (1) possède une solution f € C(R) bornée sur R*. 
Montrer que toute solution de (1) est bornée sur R*, et que l'intégrale Î b(s)ds est convergente. 
On pourra exprimer Î b(sids à l'aide de la fonction 1] 
o 


6. On suppose que b est décroissante sur R*, à valeurs positives sur R* et telle que rintégral | b(s)ds soit 
convergente. L] 


a. Montrer que toute solution / € C (R) de (1) est bornée sur R*. 
b. On pose f = — Ÿ bort. Montrer que cette série de fonctions converge simplement sur R, que la 
Éù 


fonction f, est continue, solution de (1). 


€. Montrer que f, (x) tend vers zéro quand x tend vers + «, et que c 
propriété. 


la seule solution de (1) ayant cette 


7. Étude d'un exemple, La fonction trigonométrique tan définie sur ] - admet une fonction récipro- 


& nm 
"2 
que, notée ici Arc tan. On suppose dans cette question, que B(x) = Arc tan(e-") pour x € R. 


a. Onpose f = — Y bo 1*. Montrer que l'on définit ainsi une fonction f de classe C! sur R, solution 
6 
de (1). 


b. Pour x € R, on pose ÿ (x) = f{x) — 7e — f{1 — x). Montrer que Dé = 0. 
En dédin le graphe de f présente une direction asymptotique lorsque x tend vers — æ . 


1 
€. Calculer la valeur moyen | 612) dre $./Mnirer due la féhetion n'est pas constante (on vérifiera 


que sa dérivée d’ordretrois #6) (0) m'est pas nulle): 
l'd. Prééiser les£ns deariatiôn de f/Étudier les branches infinies et la formie générale de sOn graphe. 


IL EXEMPLES D'HOMÉOMORPHISMES DU CERCLE TRIGONOMÉTRIQUE 


Pour la commodité de l'expression, le plan (affine euclidien) muni d'un repère orthonormé d'origine O, 
sera identifié avec €. On note U le cercle trigonométrique, ensemble des points M dont l'affixe z € C a pour 
module un. On note H le groupe des homéomorphismes de U qui préservent l'orientation, c'est-à-dire tels que 
h(2) décrive U dans le sens direct, lorsque z décrit U dans le sens direct, Si I et J sont deux points distincts de 
U, on notera [I, 1] (respectivement JI, J[) l'arc du cercle U qui relie 1 à J dans le sens direct, bornes I et ] com- 
prises (respectivement bornes I et J non comprises). 


On note G l'ensemble des fonctions g  C(R) qui sont strictement croissantes et vérifient go r = 10 g, 
soit: 
g(x+1)= gx +1 pour xER. 


1. Montrer que G est un sous-groupe du groupe H, des homéomorphismes de R 
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2. Soit À € H. Choisissons 3 € R tel que e2%% = A(1). Montrer qu'il existe £ € G unique telle que 
(0) = pp et er" = h(er®) pour x ÉR. 


Si on remplace jy par M + K où k € Z, montrer que g est remplacée par x gtx) + & 


3. Soit g € G. Pour z = e*"* € U, on pose A (2) = e7*. Montrer que-h (z) est bien défini (malgré la multi- 
plicité des choix possibles de x € H pour exprimer 2) et que 4 : : * H{z) est élément de H. Montrer que 
Fapplication $ qui à g € G associe cet élément À € H est un homomorphisme de groupes. Montrer que à 
est surjectif, et préciser son noyau. 


Dans la suite, on dira que g € G définit À € Hlorsque $ (g) = A. 


4, Soit à € R. On fait agir Z sur U par la rotation R, € H de centre O et d'angle 2. 
a. Quelles sont les fonctions g € G qui définissent R, ? 


b. Soit M, € U. Supposons qu'il existe p € Z,q4 € Z distincts tels que (R,}(Mo) = (Ra)"(Mo)- Montrer 
que a est rationnel. Réciproquement, si a est rationnel, montrer que tout point de U a une orbite finie. 


€. Si @ est irrationnel, montrer que tout point M, de U a une orbite (M), e z partout dense dans U (telle 
que pour tout couple (1,J) de points distincts de U, l'arc I, J{ contienne des points de la suite (Mj)) 


8, Étude d'éléments particuliers du groupe H. Notons A l'ensemble des z € C tels que [2] < 1: Soient AB 
deux points du plan, d'affixes a € À, b € À. À tout point M de U d'affixe +. on associe le point M' de U tel 
que les droites (AM) et (BM') soient parallèles, les vecteurs AM et BM° étant de même sens. On note 

x (2) l'affixe de M'. 


a. Pour a, b, € éléments de À , montrer que A, 


= Hndle 


hi hs etillustrer par une figure cette propriété. 


ho 


b. Considérons a € À et b = 0. Exprimer z (a) en fonction de z. Montrer que M, est élément 


deH. 
Pour a, b € A, montrer que 4, € H. 


€ Supposons que b = — à € A. Montrer que A... est définie par h-4(t) = 1 — Æ où & est l'imagi- 
naire conjugué de a. 

d. On suppose que a € A, b € À sont distincts. On note II les points d'intersection de U avec la droite 
(AB) (les points L, A, B, J se présentant dans cet ordre sur la droite (AB) orientée par AB). Soit Mo un 
point de l'arc I, J[. : 


Sur une figure, construire les premiers points M2, M1, Mo; Mi; M, de l'orbite de Mo. Montrer 
que M, tend vers une limite lorsque k tend vers + set de même lorsque k tend vers — ®- 


Montrer que dans le groupe H, l'homéomorphisme M. , n'est conjugué d'aucune rotation R, (où a € R 
sit Aun point du pla affine, d'afre a € 2. À Tour pont M de U d'affixe z, on associe l'autre point M' 
 %/A'intérsectoh de la droite (AM) avec U. Calculer l'affixe 2° = /,(2) de M'. Montrer que h,est un élément 
dé H, corjugué d'une rotation R, pour une valeur de a que l'on précisera. 


III. NOMBRE DE ROTATION D'UN HOMÉOMORPHISME DE U 


serve toutes les notations de la partie IL. On considère g € Get h & H défini par g (voir 1.3). 


js. Môfitrer,qfie la-partie entière de g{x) — g' (x) ne dépend pas de n € N. En 


|8"(xo) _ 8x) 1-0 
Un n : 


7 On suppose qu'il existe M, € U et m € Na tels que H”(Mi) = Mo 
Montrer qu'il existe x, € R etp € Z tels que g”{xo) = xo + P- Calculer g"{x,) pour k € Nx et montrer 


._ gx) _ P + gx) P { 
7% = Ÿ,End . lors + ®.[0: 
qué Le En dédpife que 5" tend ver ,, lorsque 7 tend vers n pourra 


Fe TES Jn 

considérér la partig-entière & de |. 
j Æ 7, 

F V4 


— —— _—— _ 


are 


fixe, Soient p € Nw'et q € Ne. 
À a = Elerf6fl Montrer que »# a < gr) < y/# a +1 pourtout É R 
Établir alopé que x + ka < gPf(x) < x + k(a #°1) pour tout x € Rjtout & € Ne. 


3. Supposéns, au se de 2., que pourtout m € N+ l'homéomorphisme 4” de-U ne possède aucun point 


En dédufre que : 
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. LEO) . 
MontrerQue la suite des réels EN où n € Ne,tend vers une limite #(g) dans R lorsque n tend yérs + ©. 


" . éné. £ f (x) de “ 
4, a/Des trois question£ précédentes, déduire que pour tout x € Fa suite À 0) où n EN, admet une 
n 


limite dans R,Que cette limite ne dépend pas du choix de’ € R. On la notera r(f). 


b. Montrer que r(g") = mr(g) pour m € N. 


5. Soit g,€ G qui commute avec g (tel que g, © 8 8° 8). Soit m € Ne. 


a. Montrer qu'on peut choisir p € Z vérifiant p— 1 < mr(g) < p+ 1. Montrer qu'il Æxiste alors 
k € N tel que pour tout entier & > ky, 


gl(0) + k(p =) < (go g)" (0) < gi" (0) + k(p + 1). 
En déduire que r(g1 © g) = r(g) + r(#). 


b. S'ilexisté x, € Rtel que g(%) < g(x), montrer que l'on a r(g,) < r(8). 


6. Soit g' € G un autre élémfent tel que 4 (g') = A: moñtrer que r(g') — r(8 € Z. 
On notera r(h) la valeür modulo Z de r(g}, et on l'appellera le nombré de rotation de # € H., 


Soient A, A; deuK éléments de H qui sont conjugués. Montrer qu'il existe des éléments gg: de G défi- 
nissant A, 3 et go € G tels que gf ° gg = go © g" pour n€ N. En déduire qu'il exis! aeER@aBpER 
tels que gr x) + à < g5(g(x))< gy(x) + B pour x ER, et enfin que r(h) = rh. 


LS On fait hypothèse que r (8) = 0 


On séppose 0 <_g(0). Montrér que l'on a g”{0}< 1 pour n € Ne (on pouffa raisonner par l'absurde). En 
déduire que la suite g"(0) aune limite x, € Rétque g(x) = X0. / 


i on suppose g(0) < 0, prouver de mêmé que g possède un point fx. 
Fi Réciproquement, si g possède un poinffixe x, € R, montrer que#(g) — 0. 


/ / 
8. a. Supposons que r (8) soit un/fationnël = où p € Z A m € Ne. On pose f(x) = g"(x) — p pour 
x € R-Montrer que f péssède un point fixe x € B/° 
b. Moñtrer que À € Hpossède une orbite finie siefseulement si r (A) est un ratiofinel modulo Z. 


9. Lâleuler r(#) lopque À € H est la rotor, d'angle 2xa (voir 114), lorsque À = h,, où a A. 
J'bE A(voir 1#), lorsque À = k, où a A (voir I1.5.e). / 


10, On va établir maintenant une propgiété de continuité de l'application g — r(g) de G dans R‘Pour g € G, 
g' € Gonpose d(8,g)= sup |g(x) — 8’ (x). # 
D ; 
g/Austfier l'existence du rédfd (g, g'. Soient g, € G, gi € G ete > 0. / 


Montrer qu'il existe > 0 tel que pour 8 € G, g'€ G la condition (d Le, gd < n etd (g'.gi) #/) 
implique d (go g',Po © 8) < €. } ; 


r Æournez la page SV.P. 
/ 
# 


b. Considéronf g € G etsoite > 0. On choisit g € Ne tel que : 
Frs - À 
LL puis _PÉZ tique UE < ra) < 2 
Visé pi sa < x +p +} pourtout x E R° 


c. Monnréqu'il etes à > Otelque xp = 1 + D SE x + P + 178 pour *ER. 


/ ù 
Montrer qu'il exf$te n > 0 tel quepôur g € G, la condition de, &) < n'implique d(g, gi) < 8. En 
déduire alossx + p — 1 < #4 < x + p + 1 pOur xER puis: 


#7 


Eu s rg) set etenfin_|r(g) — r(@)l <e- 


F4 IV. HOMÉOMORPHISMES DONT LE NOMBRE DE ROTATIONS EST IRRATIONNEL. 


On cénsenve les notations des parties II et It: Soit À € H dont le nombre de rotations a = 7 (h}n'appar- 
tient pa$ à Q@ modulÿ Z. Pour tout z EU, nous considéreron les deux suites P(2)< (#"(2) et 
QUE (h-"(a)), où # € N, dont la réunion constitue l'orbite de & Rappelons qu'on appellé valeur d'adhé- 


reñce d'une suite (£,),., de nombres complexes, tout élément de € qui est limite d'une sous-suite de (2,). 


L. Soit  &/U. Considérons des éléments m, n deNatee m < n et 1 CAP ACUR 


Morfrer que pour & assez grand, les ares de cérele adjacents I, 17° MG, en), ee, HAN) recou- 


vrent U. 
27° En déduire que pour tout z, € U, l'intersection de P(,) avec 3 est non vide. Montrer de-même que Yinter- 
section de Q (2,) avec J est non vide. 


2, Soient 3 et 2, deux éléments distincts de U. Montrer que toute valeur d'adhéreñce de la suite P(2,) est aussi 
De valeur d'adhérence de chacune des suites P (2) et Q(a). 


Montrer de même que toute valeur d'adhérence de la suite O (2) estüne valeur d'adhérence de chacune des 
suites P(z,) et Q(a). 


s 


. D'après 2. l'ensemble X des valeurs d'adhérence de la suile P (a) est le même pour tous les éléments z de U. 
Il ne dépend donc que de À € H. 


à. Montrer que X est une partie fermée de U, invariante par À (telle que A (X) = X): 


b. Montrer que X n'a pas de point isolé, c'est-à-dire que tout point z de X est limite d'une suite de points 
distincts de X. 

& Montfer que cette partie fermée X de U, invariante par est minimale dans le sens suivant : si une parti 
férmée Y de X est invariante par h, non vide, alors Y = X. 


4, Si X est distinct de’U, on veut montrer que X n'est nulle part dense dans U, c'est-à-dire ne contient aucur 
arcJ=[a, al, où a # &, de U. 


Supposons au contraire qu'un tel arc J = [2;, 2] soit contenu dans X. 


Soir, € U. Montrer qu'il existe m, "€ Navec mt # 1 lels que Parc Je = | #20), (20) soit conten 
dans X. En considérant la réunion-de J,. A" "(Ju), pain w(Jef, montrer que X > Ü. 


A ré 
5. SiX est distinct de U, montrer que h ne peut pas être comjügué de la rotatiomK, d'angle 2x4. 


